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Anotace

Prace se zabyva matematickymi spirdlami a jejich moznym piinosem pro studenty stfednich
Skol. V teoretické €asti prace se nachazi ivod do celého tématu — pojem spirdla je definovan
a jsou vysvétleny zpusoby jejiho popisu na sttedoSkolské urovni. Dale jsou zde predstaveny
zakladni typy spirdl; u kazdého typu jsou zminény jeho specifické vlastnosti, zptisoby
konstrukce a vyznamni matematici, ktefi se jim zabyvali. V praktické ¢asti prace je popsana
tvorba pracovniho listu a pfiprava vyukovych hodin pro studenty stfednich Skol na téma
matematické spirdly. Na zaklad€é oduc¢enych hodin je zhodnoceno, jaky vyznam by mohlo mit

zatazeni tohoto tématu do stfedoskolskych hodin matematiky.

Klicova slova
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Annotation

The work deals with mathematical spirals and their possible benefits for high school students.
In the theoretical part of the work, there is an introduction to the whole topic — the term spiral
is defined and the ways of describing it at the high school level are explained. Then, the basic
types of spirals are introduced; for each type, its specific properties, methods of construction
and significant mathematicians who worked on it are mentioned. The practical part of the
work describes the creation of a worksheet and the preparation of lessons for high school
students on the topic of mathematical spirals. Based on the lessons taught, it is discussed what

benefits the inclusion of this topic in the high school mathematics lessons might have.
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Uvop

V pfirod¢ se lze casto setkat s objekty, které svym tvarem pfipominaji jeden z typl
matematickych kiivek — spirdlu. MiiZze se jednat o uspofadani semen v kvétech rostlin, ulity
hlemyzdi nebo celé galaxie. Kvili jejich pfirozenému vyskytu se spirdlami zabyvali
matematici jiz od staroveéku s cilem tuto kiivku popsat a pochopit jeji vyznam v ptirodé. Dnes
jsou jiz spiraly podrobné popsany s vyuzitim velmi pokroc¢ilé matematiky, jejich zékladni
vlastnosti 1ze ale popsat i pomoci matematiky stfedoskolské. I pfesto je toto téma na stfednich

Skoléach zcela opomijeno.

Cilem prace je predstavit spiralu jako matematickou kiivku a ukdzat mozné zptisoby jejiho
popisu. Dale seznamit Ctenafe se zdkladnimi typy matematickych spirdl, tyto typy popsat
a ukdzat mozné zpusoby jejich konstrukce. Zaroven by prace méla obsahovat piiklady
vyskytu spirdl v ptirod¢€ a jejich vyuziti v praxi. V praktické ¢asti projektu je cilem vytvofit
pracovni list pro studenty stfednich Skol na téma matematické spirdly a béhem vyukovych
hodin studenty s timto tématem seznamit. Na zdkladé¢ hodin by poté mél byt zhodnocen

pfistup studentt k tématu a ptinos tématu pro studenty.

Prace je rozdélena na Ctyfi kapitoly. V prvni kapitole jsou matematické spiraly definovany
a je zde ukazan jejich popis pomoci soufadnicovych systémill. Ve druhé kapitole je nasledné
pfedstaveno Sest zadkladnich typt spirdl — Archimédova spirala, hyperbolickd spirdla,
logaritmicka spirala, zlata spirdla, Fermatova spirdla a Lituuova spirala. Popis vSech téchto
typl je pro vétsi srozumitelnost doplnén obrazky spirdl a nakresy nékterych situaci. Ve teti
kapitole jsou uvedeny piiklady vyskytu avyuziti spirdl, které jsou doplnény obrazky
umisténymi v pfilohach. Posledni kapitola se zabyva praktickou c¢asti projektu. Zde jsou
pfedstaveny materialy pouzité pfi vyukovych hodinach — pracovni list, prezentace s obrazky
a zpétna vazba. Déle jsou zde blize popsany oducené hodiny a z nich ziskana data. Na zakladé

dat je poté provedena diskuze, ve které jsou vyukové hodiny zhodnoceny.



1 UVOD DO MATEMATICKYCH SPIRAL

Spirala je jednim ze zakladnich typt rovinnych kiivek. Poprvé se o jeji matematicky popis
pokusil fecky matematik a fyzik Archimédes ze Syrakus (287-212 pi. n. 1.) ve svém dile
O spiralach. V tomto dile definoval jeden ze zékladnich typt spirdl, ktery je po ném
pojmenovan jako tzv. Archimédova spirdla. Dnes je jiz znamo nékolik dalSich druht spiral,
pficemz kazdy ma odliSny tvar a vlastnosti. Aby ale bylo mozné tyto typy piedstavit, je
nejdiive potfeba pojem spirdla definovat a ukazat, jakym zpisobem se tato kiivka

v matematice popisuje (Kozubek, 2014, s. 26-27).

1.1 Definice spiraly

Spirala vzniké jako trajektorie pohybu popsaného v nésledujici situaci: V kartézské soustavé
soufadnic je poloptimka, kterd ma pocatecni bod v pocatku soustavy a je shodna s kladnou
Casti osy x. V pocatku soustavy dale lezi bod M, ktery se v ur¢ity moment za¢ne pohybovat
po polopfimce smérem od pocatku. Ve stejny moment, kdy se zacne pohybovat
po polopiimce, se poloptimka za¢ne okolo pocatku soustavy otacet proti sméru hodinovych

ru¢i¢ek (FA CVUT, 2017, s. 1).
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Obrazek 1: Bod M pohybujici se po rotujici poloptimce; smér pohybt je vyznacen Cervené (autor, 2023)

Bod M vykonava dva pohyby soucasné — spolecné s poloptimkou rotuje okolo pocatku
a zérovenn se od né& vzdaluje (na obrazku 1 je zobrazen ve tfech riznych momentech).

Vyslednou trajektorii je spirala, z cehoz vyplyva jeji zdkladni definice: spirdla je kiivka, ktera



obiha konkrétni bod, pficemz se od néj neustdle vzdaluje. Tento bod (v uvedené situaci
pocatek soustavy) se nazyva pol spiraly (FA CVUT, 2017, s. 1; Vorackova akol., 2012,
s. 134).

1.2 Popis spiraly pomoci polarnich souradnic

Pozici bodu M Ize v libovolném momentu popsat dvéma hodnotami — jeho vzdalenosti
od polu  a thlem O, ktery svird v dany moment polopiimka s osou x (tj. thlem, ktery bod
urazil pfi rotaci). Vysledna spirdla vznikla popsanym pohybem mé odlisny tvar podle toho,
jak se vzdalenost » méni v zavislosti na hodnoté O. Pro kazdou spiralu se proto zavadi funkce
r(O), ktera tuto zavislost popisuje. Pokud naptiklad plati zavislost

6

r(@) = — [1]

Vi

pak pro thel © = n/2 plati

r(n/2) = "2 = 2. [2]

Vs

To znamend, Ze v momenté, kdy polopfimka svira s osou x thel n/2, se bod M nachazi ve
vzdalenosti 1/2 od polu spirdly. Pro thel © se poté nachdzi ve vzdalenosti 1, pro thel 27 ve

vzdalenosti 2 atd. (Vorackova a kol., 2012, s. 134)

Funkce (O) se obvykle definuje pouze pro nezaporné uhly, tj. © € <0; ). V tomto intervalu
ptitazuje kazdému thlu konkrétni hodnotu 7, popisuje tak polohu bodu béhem celého pohybu.
Spirala je tim padem touto funkci ptesné definovana. Tento typ soufadnic, kdy je poloha bodu
déna hodnotami » a O, se nazyva polarni. Pfi popisu spiral jsou polarni soufadnice pouzivany
Castéji nez kartézské soutadnice, nebot je vysledny ptedpis spirdly obvykle jednodussi

(JareSova a Zhouf, 2009, s. 8; Vorackova a kol., 2012, s. 134).

1.3 Parametrické vyjadreni spiraly

Pomoci kartézskych soutradnic je mozné vyjadfit spirdlu jako tzv. parametrickou kiivku.
V polarnich soufadnicich je libovolny bod na spirale popsany pomoci hodnot » a 6, pomoci
kterych lze vypocitat kartézské soufadnice tohoto bodu, tj. soufadnice x a y. Pokud jsou
vSechny ¢tyfi hodnoty pro dany bod zakresleny do systému soufadnic (viz obrazek 2), je

patrné, Ze plati:



X = rcoso, [3]
y = rsinf . [4]

Vzdéalenost » je dana funkci 7(O), ob& soufadnice x, y jsou tak funkci uhlu 6. Pii
parametrickém vyjadfeni je © nahrazeno parametrem ¢, pro ktery stejné¢ jako pro © plati

t € <0; o). Spirala je pak mnozina vSech bodi, jejichz soufadnice x, y 1ze vyjadfit jako
x = r(t)cost, [5]
y = r(t)sint, [6]

kde funkce r(2) je shodné s funkci 7(6), pouze ma jiny argument. Parametrické vyjadieni

spirdly popsané v polarnich soufadnicich rovnici [1] by tak naptiklad bylo:
= L cost 7
X = —cost, [7]
t .
y = _sint. [8]

Dosazovanim rtiznych hodnot ¢ zuréen¢ho intervalu <0; o) lze poté zjistit kartézské

soufadnice bodi na této spirdle (JareSova a Zhouf, 2009, s. 8).

polar coordinate (r, ©)
Cartesian coordinate (x, y)

y axis

l
l
l
" l sin (©) = yIr
\ { y cos (e) = x/r
o
l N
——>
X X axis

Obrazek 2: Bod s polarnimi soufadnicemi (r, ©) a kartézskymi soufadnicemi (X, y)
(Zdroj: https://www.khanacademy.org/computing/computer-programming/programming-natural-

simulations/programming-angular-movement/a/polar-coordinates)
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parametru zjiStovat sinus a kosinus této hodnoty. Oproti polarnim soufadnicim je ale
parametrické vyjadieni lepSi pii modelovani spirdl na pocitaci, kdy je pomoci néj mozné

snadno nechat spirdlu vygenerovat napt. v programu Geogebra (JareSova a Volf, 2007).



2 ZAKLADNI TYPY MATEMATICKYCH SPIRAL

V této kapitole je predstaveno 6 zékladnich typt spirdl — Archimédova spirala, hyperbolicka
spirdla, logaritmicka spirdla, zlata spirdla, Fermatova spirala a Lituuova spirdla. U kazdé
spirdly jsou nejdiive zminéni vyznamni matematici, ktefi se danym typem zabyvali. Dale je
uveden popis spiraly v polarnich soufadnicich a parametrické vyjadieni, které je odvozeno
pomoci rovnic [5] a [6]. Nakonec jsou zminény specifické vlastnosti spirdly a mozné zptisoby

jeji konstrukce.

2.1 Archimédova spirala

Archimédova spirdla nese jméno jiz zminéného Archiméda ze Syrakus, ktery ji jako prvni
definoval a popsal (jednalo se tak o prvni matematicky popsanou spirdlu). Nasledné naSel
ijeji prvni vyuziti, kdyz ji pouzil pii rektifikaci kruZnice! (Kozubek, 2014, s. 26-27;
Vorackova a kol., 2012, s. 134).

Archimédova spirala vznikd, pokud se bod M i rotujici polopifimka pohybuji konstantni

rychlosti, tj. rovnomérné. V polarnich soufadnicich je popsana rovnici
r(@) = ab, [9]

kde a je libovolné kladné ¢islo. Pro Archimédovu spirdlu tak plati, ze jeji vzdalenost od pdlu

je ptimo umérna thlu otoceni. Parametricky lze spiralu vyjadrit jako
X = atcost, [10]
y = atsint. [11]

Pro libovolnou hodnotu a plati #(0) = 0, Archimédova spirala tak vzdy zacind v pocatku
soustavy soufadnic (viz obrdzek 3). Od tohoto bodu se poté vzdaluje, jedna se tak zaroven

o jeji pol (JareSova a Zhouf, 2009, s. 9).

! Rektifikace kruznice — sestrojeni use¢ky, kterd ma stejnou délku jako kruznice o daném poloméru (Vorackova
akol., 2012, s. 134)
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Obrazek 3: Archimédova spirala pro a = 1, t € <0; 20,5> (autor, 2023)

Specifickou vlastnost Archimédovy spirdly lze ukazat na nasledujicim ptikladu: Z pocatku
soustavy soufadnic je vedena polopiimka, kterda s osou x svira uhel ¢. Tato polopiimka
protind Archimédovu spirdlu popsanou obecnou rovnici [9] ve vSech bodech, pro jejichz uhel

O plati
0 = ¢+ 2rk, [12]

kde £ je libovolné piirozené ¢islo. VSechny tyto tthly maji totiz zakladni velikost rovnu ¢, tim
padem lezi body, které jsou témito thly popsany, na dané poloptimce (viz obrazek 4). Kazdy
tento bod lze nyni podle hodnoty £, kterd mu pftislusi v rovnici [12], oznalit jako M;.

Naptiklad pro bod My plati k£ = 0, jeho uhel O je tak roven
@ +2m-0= . [13]
Vzdalenost tohoto bodu od pélu spiraly je poté podle rovnice [9]
r = aQ. [14]

Obdobn¢ je poté mozné dopocitat vzdalenosti ostatnich bodt lezicich na poloptimce. Pro bod

M plati:
0=¢+2r 1= ¢+ 2m, [15]

r=a(p +2n) = ap + 2na. [16]
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Pro bod M2 nasledné plati:
0= ¢@+2m 2= ¢ +4mn, [17]

r=a(p +4n) = ap + 4na. [18]

Lze si vSimnout, ze vzdalenost r se vzdy zvétsi o stejnou hodnotu, konkrétné o 2ma.
To znamena, ze kazdé dva sousedni body lezici na dané polopfimce jsou od sebe stejné
daleko. Toto tvrzeni plati pro jakoukoli Archimédovu spirdlu a jakykoli uthel ¢ (tj. pro
jakoukoli polopfimku s pocatkem v pocatku souradnicové soustavy). To Ize vyuzit napiiklad
pfi konstrukci Archimédovy spirdly — staci zjistit pouze polohu bodu My a vSechny ostatni
body lezici na stejné poloptfimce pak konstruovat nandSenim hodnoty 2ma na danou

polopiimku (JareSova a Volf, 2007).

Obrazek 4: Poloptimka protinajici Archimédovu spiralu v bodech Mo, M1 a M2 (autor, 2023)

2.1.1 Konstrukce

Archimédovu spiralu nelze konstruovat piimo jako kiivku, lze pouze konstruovat body, které
na ni lezi, a nasledn€ je co nejplynuleji propojit (to plati obecné i pro dalsi typy spiral). Pri
konstrukci bodl se postupuje nasledovné: uhel 2m okolo pocatku soustavy soutadnic je
pomoci urcitého poctu polopiimek rozdélen na stejné velké Casti. Pro ptiklad lze uvazovat

12 poloptimek, tj. tihel je rozdélen na 12 ¢asti. Tyto poloptimky sviraji s osou x po fad¢€ tihly
6, = 0, [19]

0,=—=1, [20]

12



2T T
6,=2 5= [21]
0 _3.2_” T 22
37 12 2 [22]

atd. Vzdalenost od pdlu r bodl lezicich na dané polopfimce je poté mozné nalézt pomoci

rovnice [9]:

7, =0, [23]
= %a, [24]
r, = ga, [25]
="a [26]

atd. Nyni lze na kazdou polopiimku nanést bod s piislusici vzdalenosti od polu spiraly. Poté,
co je na kazdé poloptimce urcen jeden bod, 1ze vyuzit diive odvozené vlastnosti Archimédovy
spiraly — na kazdou poloptimku sta¢i nanést od zkonstruovaného bodu vzdalenost 2na, ¢imz
vznikne dal$i bod lezici na spirale (tento krok 1ze neomezené opakovat). Spojenim bodl poté

vznika Archimédova spirala (viz obrazek 5) (JareSova a Zhouf, 2009, s. 9-10).

Obrazek 5: Konstrukce Archimédovy spiraly pomoci 12 polopiimek (Autor, 2023)
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Pti konstrukci spiraly je vhodné volit konstantu a ve tvaru
n
a= - [27]

kde n je pfirozené Cislo. Diky této volbé se pifi vypoctu vzdalenosti » zkrati m, vysledna
hodnota je tak bud’ zlomek, nebo celé ¢islo. Pii vhodné volbé ¢isla n je mozné docilit i toho,
ze jsou vzdalenosti konstruovanych boda vzdy celociselné. U popsaného zpiisobu konstrukce

pomoci 12 poloptimek takto funguje naptiklad n = 6, vysledné hodnoty » jsou poté

10 =0, [28]
R=8I_q, [29]
R=SI_y, [30]
ry=2-2=3 [31]

atd. Kromé n = 6 funguje stejné i jakykoli jiny nasobek Sesti, vysledné vzdalenosti jsou pouze

V&SI,
2.2 Hyperbolicka spirala

Hyperbolickou spirdlu poprvé navrhl francouzsky matematik Pierre Varignon (1654—-1722)
vroce 1704. Jejimi studiu se dale vénovali Svycarsky matematik a fyzik Johann Bernoulli

(1667—-1748) a anglicky matematik Roger Cotes (1682—1716) (JareSova a Volf, 2007).

Hyperbolicka spirdla mé v polarnich soutadnicich pfedpis
a
o) =3 32]

kde a je libovolné kladné ¢islo. Parametrické vyjadieni spiraly je poté

X = %cost, [33]

y = %sint. [34]

Zatimco Archimédova spirala se s rostoucim tthlem © od svého pdlu vzdaluje, hyperbolicka

spirdla se naopak s rostoucim thlem pfiiblizuje, tj. funkce #(O) je klesajici. K polu se piiblizi

14



nekonec¢né blizko, ale nikdy ho nedosahne, nebot’ hodnota #(6) mlze byt nekone¢né mald, ale
nikdy nemtize byt rovna nule (viz obrazek 6). Po6l spirdly je vtomto piipadé

tzv. asymptotickym bodem kiivky (JareSova a Zhouf, 2009, s. 13).

Obrazek 6: Hyperbolicka spirdla pro a = 1, ¢t € <0; 100> (autor 2023)

2.2.1 Konstrukce

Hyperbolickou spirdlu lze konstruovat podobnym zptisobem jako Archimédovu spiralu,
tj. rozd¢lenim Uhlu okolo pocatku soustavy soutfadnic pomoci polopfimek a naslednym
nanaSenim dopocitanych vzdalenosti. V tomto piipadé jiz nelze vyuzit fakt, Ze mezi dvéma
sousednimi body lezicimi na stejné polopiimce je vzdy stejna vzdalenost, protoze toto tvrzeni

pro hyperbolickou spiralu neplati. Je proto vyhodnéjsi vyuzit jiny postup.

Nejcastéji se hyperbolicka spirdla konstruuje nasledovné: Do soustavy soufadnic je
narysovana kruznice se stfedem v pocatku soustavy a polomérem r. Tato kruznice protina
kladnou ¢ast osy x v bod¢ P. Od bodu P je nyni proti sméru hodinovych rucicek odmeéten tsek
kruznice o délce a. Konec tohoto useku je oznacen bodem M (viz obrazek 7). Tento bod je
v polarnich soutadnicich popsan uhlem O, ktery svira osa x se spojnici tohoto bodu a pocatku

soustavy soufadnic. Pro tento tthel z definice obloukové miry plati
0=- [35]

tj. je dan pomérem délky jemu pfislusiciho oblouku @ a polomérem kruznice ». Upravou této
rovnice lze poté ziskat vztah, ktery je shodny srovnici [32], tj.polarnim popisem

hyperbolické spiraly. To znamena, Ze bod M lezi na hyperbolické spirale s koeficientem a.
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Dalsi body na spirdle lze poté ziskat stejnym postupem, pouze stac¢i zmeénit polomér kruznice
r. Délka odmétovaného oblouku a se pii zmén€ hodnoty » neméni, pro danou spirdlu se jedna

o konstantu (JareSova a Volf, 2007).

Obrazek 7: Konstrukce bodu M na hyperbolické spirdle (autor, 2023)

Z uvedené¢ho postupu konstrukce lze odvodit dalsi vlastnost hyperbolické spiraly: pfi
zvétsovani poloméru kruznice » se nanaseny oblouk postupné ,,narovnava®, ¢imz se svym
tvarem pfiblizuje pfimce (viz obrazek 8). Pro velké hodnoty r tak nanaSeny oblouk téméf
odpovida usecce o délce a, coz znamena, Ze hyperbolicka spirdla témét kopiruje primku, ktera
je rovnob¢zna s osou x a nachazi se od ni ve vzdalenosti a. Vzdalenost spirdly od této ptimky
se zmensuje, nikdy ale neni nulovd (naneseny oblouk nikdy neodpovida ptesné usecce).

To znamena, ze se spirala k této ptimce asymptoticky ptiblizuje (JareSova a Volf, 2007).

a a
a
)
Nl
Obr. 25

Obrazek 8: oblouky o délce a pouzité pti konstrukci hyperbolické spirdly
(Zdroj: http://fyzikalniolympiada.cz/cd/matematika/krivky/spiraly/hyperb.htm)
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2.3 Logaritmicka spirala

Logaritmickou spiralou se jako prvni zabyval francouzsky matematik, fyzik a filosof René
Descartes (1596-1650). O par let pozdé€ji se nezavisle na ném této kiivce zacal vénovat
iitalsky matematik a fyzik Evangelista Toricelli (1608—1648). Nejvétsi podil na popisu
logaritmické spirdly ma vSak Svycarsky matematik a fyzik Jacob Bernoulli (1655-1705),
ktery se této kiivce vénoval nekolik let, dokonce si ji nechal vytesat na sviij hrob (JareSova

a Zhouf, 2009, s. 6).
Logaritmicka spirala je v polarnich soufadnicich popsana rovnici
r(0) = aeb?, [36]

kde a a b jsou libovolna kladna Cisla a e je Eulerovo ¢islo (e = 2,718). Nazev logaritmicka
spirala je odvozen zjiného tvaru této rovnice. Pokud jsou ob¢ strany vydéleny ¢islem a,

vypada rovnost takto:
r _ .bo
—=e. [37]

Nyni je mozné rovnici zlogaritmovat pomoci logaritmu o zikladu e (tzv. pfirozeny

logaritmus) — ten se misto log. zapisuje jako In:
In= = In(e”?). [38]
Prvou stranu rovnice je mozné pomoci zékladnich vlastnosti logaritmt upravit do tvaru
In(e??) = bOIn(e) = bo. [39]
Rovnice [36] je tak ekvivalentni s rovnici
In= = bo. [40]

Nézev logaritmickd spirdla pak vychdzi pravé ztohoto vztahu. Parametrické¢ vyjadieni

logaritmické spiraly je poté
x = aePtcost, [41]

y = aePtsint. [42]
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Na zaklad¢ rovnice [36] plati pro jakoukoli logaritmickou spiralu, Ze 7(0) = a. To znamena, ze
vzdy zacina v bod¢ s kartézskymi souradnicemi [a; 0] (viz obrazek 9). Jako pol spiraly je ale
stejné jako u ostatnich typl bran poc¢atek soustavy soufadnic. Spirala tohoto bodu nedosahne,
nebot’ neexistuje hodnota O, pro kterou by platilo #(6) = 0. Na rozdil od hyperbolické spiraly
se ale nejedna o asymptoticky bod, protoze ma spirdla vzdy od tohoto bodu konecnou
vzdalenost (zacatek spiraly je nejbliz§Sim bodem k poélu, vice se k nému spirala nepfiblizuje).
K asymptotickému pfiblizovani by doslo, pokud by byl interval, ve kterém se mize nachazet
O, rozsiten na (—oo; ), kde zdpornou hodnotou uhlu je myslen thel, ktery je odmétren ve
sméru hodinovych rucicek (tj. v opacném sméru, nez jsou odmeéfovany kladné uhly).
V zapornych hodnotich © by se spirdla nekonecné piiblizovala k pélu, nikdy by ho ale
nedosédhla, protoZe by stile neexistovala hodnota, pro kterou by platilo n(©) = 0 (JareSova

a Zhouf, 2009, s.10).

8 -26 24 22 -20 -18 -16 -14 12  -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Obrazek 9: Pocatek logaritmické spiraly s predpisem #(O) = 2¢° (autor, 2023)

Obdobn¢ jako u Archimédovy spiraly existuje u logaritmické spiraly vztah mezi body, které
lezi na stejné polopfimce s pocatkem v pocatku soustavy soufadnic. Lze ho také odvodit
stejnym zptisobem (viz kapitola 2.1): opét lze predpokladat polopiimku, ktera s osou x svira
uhel ¢. Na této poloptimce lezi vSechny body logaritmické spirdly, které jsou popsany uhlem

O ve tvaru
0 = ¢ + 2k, [43]

kde £ je ptirozené Cislo (to jiz bylo vysvétleno v kapitole 2.1). Pokud jsou opét podle hodnoty
k oznacCeny tyto body jako My, pak pro bod My plati

§=q+21-0= o, [44]
r = aeb? = geb?. [45]
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Pro bod M poté plati

0= q@+2m-1= @+2m [46]
r = aebl = qe?@+2™M = geb? . ge2™P [47]
a pro bod M plati
0= @+2m-2= ¢+ 4n, 48]
r = qeb? = qeb@+4m = geb? . ge™P=qel? - (ge?™)2. [49]

Zatimco u Archimédovy spirdly bylo mozné vypocitat vzdalenost » nasledujiciho bodu na
polopiimce pfi¢tenim konstanty ke vzdalenosti pfedchoziho bodu, u logaritmické spirdly je
mozné tuto vzdalenost ziskat vyndsobenim piedchozi hodnoty » neménici se konstantou
(konkrétné ae*™). Toto pravidlo opét plati pro libovolnou logaritmickou spirdlu a libovolné&

zvolenou poloptimku (FA CVUT, 2017, s. 9).

Dalsi vlastnosti logaritmické spirdly je tzv. sobépodobnost. Tu lze nejlépe vysvétlit pomoci
dvojice obrazkti 10 a 11. Na obrazku 10 se nachédzi logaritmicka spirala s piedpisem
H(O) = . Na obrazku 11 se poté nachazi stejna spirala, pohled na ni je ale vyrazn& oddalen
(to je mozné poznat podle hodnot na ¢iselnych oséach, které jsou vétsi). Lze si vSimnout, ze
tyto dva obrazky jsou téméf shodné, coz znamend, ze logaritmicka spirdla ma pfi libovolném

oddaleni pofad stejny tvar (FA CVUT, 2017, s. 9).

50

20 -150 -100 50 100 150 200 250 300 350 400

-150

—200

Obrazek 10: Logaritmicka spirala s predpisem #(0) = €9 (autor, 2023)
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Obrazek 11: oddaleny pohled na logaritmickou spiralu s predpisem +(0) = 9 (autor, 2023)

2.3.1 Konstrukce

Konstrukce logaritmické spirdly zacina stejnym zptisobem jako konstrukce Archimédovy
spiraly: uhel 2r okolo poc¢atku soustavy soutradnic je pomoci poloptimek rozdélen na stejné

velké ¢asti. Pokud je naptiklad zvoleno polopiimek 8, pak tyto polopfimky sviraji s osou x po

fads ahly
6, =0, [50]
6,="=7, [51]
0,=2-F=1 152]
0, =32 =2 53]
O=4Z=mn [54]

atd. Pro vzdalenosti » bodt lezicich na téchto polopiimkach poté plati

T, = a, [55]

= ae’s, [56]
b

r, = ae’z, [57]
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3 = ae’ s, [58]
1, = aeb” [59]

atd. Nyni si Ize v§imnout, Ze pro sou¢in hodnot 7 a r4 plati

1o, = a-ae’™ = q2e? 7 = (aebg)2 =1, [60]
04 — - - — 12>

tj. tento soucin je roven druhé mocniné hodnoty r». Pokud je bod popsany uhlem 6Oy
a vzdalenosti 7o oznacen jako Mo a obdobné jsou zaznaceny body M»> a My, tvoii tyto tfi body
trojuhelnik (viz obrazek 12). Vzdalenost 7, je v tomto piipad¢ vyskou na stranu MoMs, kterou
déli na dvé casti o délkach ro a r4. Pokud ale plati vztah [60], pak pro dany trojuhelnik plati
Euklidova véta o vySce, tj.je pravouhly s pravym thlem u vrcholu M. Toho lze pfti
konstrukci vyuzit — vypoctem staci zjistit polohu bodti Mo a M2, bod M4 poté staci doplnit tak,
aby vysledny trojuhelnik slozeny z téchto bodt byl pravothly. Vztah [60] neplati pouze pro
uvedené body, stejnym zpiisobem ho lze odvodit i pro dalsi trojice bodi lezici na logaritmické

spirale (JareSova a Zhouf, 2009, s. 11).

4
E; —22 -20 -18 -16 -14 —12r4 -10 -8 -6 —4 -2 0 FO 2

Obrazek 12: body Mo, M2 a M4 na logaritmické spirale (autor, 2023)

2.4 7Zlata spirala

Pied odvozenim zlaté spirdly je nejdiive tfeba pfedstavit pojem zlaty fez. Ten byva nejcastéji
definovan pomoci nasledujici situace: Usetka ma byt rozdélena na dvé &asti o délkach a a b,
kde a > b. Pfitom ma byt dodrzena podminka, Ze pomér a : b ma byt stejny jako pomér délky

puvodni usecky ku délce a, tj. (a + b) : a. To znamend, ze ma platit rovnost

atb _ a [61]

a b
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Tuto rovnici lze upravit do tvaru

1+2=2 [62]

a b
Pokud je nyni pomér a : b oznacen jako ¢, musi platit

1+ 2= [63]

Upravou vzniké kvadraticka rovnice
p*—p—1=0. [64]

Tato rovnice mé dvé feSeni, pficemz jedno je kladné, druhé zédporné. Vzhledem k tomu, Ze je

¢ pomér délek, dava smysl zvolit kladné feSeni, které je

= 1,618. [65]

14++/5
P =—

Pokud tedy ma byt splnéna dand podminka, musi byt pomér a : b roven ¢, tj. cca 1,618 : 1.
Hodnota ¢ se nazyva zlaty fez a v matematice se jedna o vyznamnou konstantu (Chmelikova,

2006, s. 8).

Zlata spirala je v polarnich soufadnicich dana rovnici

20

r@) =e¢n, [66]
Kde o je zlaty fez. Parametricky ji zle poté vyjadiit jako

2t

X = @mcost, [67]

2t
y = @rsint. [68]
Lze si v§Simnout, Ze rovnici [66] je mozné ziskat z piedpisu pro logaritmickou spiralu (rovnice

[36], viz kapitola 2.3) pfi volbé a = 1 a konstanty b ve tvaru

2lne

b= [69]

Vs

Zlata spirala je tak ve skute¢nosti specialni piipad logaritmické spirdly. To znamend, Ze ma

vSechny jeji vlastnosti a je mozné ji konstruovat zplisobem zminénym v kapitole 2.3.1.
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Pro zlatou spiralu konkrétné ale zaroven existuji aproximace — kiivky, které¢ se svym tvarem
zlaté spirale podobaji, zaroveii ale maji jednodussi zptisob konstrukce (FA CVUT, 2017,
s. 10).

2.4.1 Aproximace zlaté spiraly

Prvni moznosti, jak aproximovat zlatou spirdlu, je pomoci zlatého obdélniku. Obdélnik je
nazvan zlatym, pokud pro pomér délek jeho stran plati a : b = @, tj. @ = bp. Tento obdélnik 1ze
vzdy rozdélit na ¢tverec o strané b a obdélnik o stranach délky (a — b) a b. Pro pomér téchto
délek plati

b j— e —
E - bep-b - p-1 = ¢ [70]

Platnost posledniho kroku tUpravy lze ziskat zrovnice [64], kterd pro hodnotu ¢ plati.
Z rovnice [70] vyplyva, Ze vysledny obdélnik vznikly oddélenim ¢tverce o stran€ b od zlatého
obdélniku je také zlaty obdélnik. Je mozné ho tak znovu rozdélit na ctverec a dalsi zlaty
obdélnik. Tento krok jde neustale opakovat, pficemz se rozméry vyslednych ¢tvercii a zlatych
obdélniki postupné zmensuji. Do kazdého vzniklého Ctverce lze poté vepsat Ctvrtkruh se
sttedem v jednom z jeho vrcholl. Pokud jsou tyto vrcholy vhodné zvoleny (viz obrazek 13),
vznikne spojenim téchto kruznic kiivka. Tato kiivka se svym tvarem podobd zlaté spirale,

jedna se tak o jeji aproximaci (FA CVUT, 2017, s. 11).

a

Obrazek 13: Aproximace zlaté spiraly pomoci zlatych obdélnika

(Zdroj: https://mathworld.wolfram.com/GoldenSpiral.html)
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Dal8i moznosti, jak lze zlatou spirdlu aproximovat, je pomoci tzv. Fibonacciho spiraly. Ta
vychazi z Fibonacciho posloupnosti, ve které je kazdy ¢len dan souctem dvou piedchozich
Clentl, pfic¢emz prvni dva Cleny jsou rovny 1. Forméln¢ lze tuto posloupnost zapsat tak, ze pro

vSechny jeji ¢leny plati
n = Ap_1 + ap_3, [71]

kde a1 = a» = 1. Prvni ¢leny posloupnosti tim padem jsou 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144... atd. Konstrukce Fibonacciho spirdly pak vypadd nésledovné: nejprve jsou
zkonstruovany dva c¢tverce o délce strany 1 tak, Ze spolu sdileji jednu stranu. Tim vznikne
obdélnik o stranach délky 1 a 2. Nyni lze zkonstruovat ¢tverec o strané 2 tak, ze jedna z jeho
stran splyva s delsi stranou daného obdélniku. Tim vznikne obdélnik o stranich délky 2 a 3.
Postup je poté opakovan — je vzdy zkonstruovan Ctverec tak, Ze jedna z jeho stran splyva
s delsi stranou obdélniku, ¢imz vznikne obdélnik novy. Lze si vSimnout, ze délky stran
zkonstruovanych ¢tvercli odpovidaji ¢lentim Fibonacciho posloupnosti, tj. prvni dva ctverce
mély strany délky 1, tfeti poté délky 2, ¢tvrty délky 3 atd. Do kazdého ctverce 1ze nyni stejné
jako u ptedchozi aproximace vepsat ¢tvrtkruh se stfedem v jednom z jeho vrcholi. Pti spravné
volbé téchto vrcholi vznikd Fibonacciho spirdla (viz obrazek 14), kterd je svym tvarem

podobna zlaté spirale. Opét se tak jedna o jeji aproximaci (FA CVUT, 2017, s. 13).

3
5
2

Obrazek 14: Zkonstruovana Fibonacciho spirala

(Zdroj: https://alenasolcova.cz/wp-content/uploads/2020/09/Fibonacciho-posloupnost-8.pdf)

Ackoliv neni spojitost mezi zlatou spiralou a Fibonacciho spiralou na prvni pohled ziejma, lze

ji pomérné snadno ukédzat. Zminéné obdélniky, které pii konstrukci Fibonacciho spiraly
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vznikaji, maji vzdy délky stran rovné dvéma po sob€ jdoucim clenim Fibonacciho
posloupnosti (prvni obdélnik mél strany o délce 1 a 2, dalsi 2 a 3 atd.). Pomér mezi t€émito
dvéma hodnotami ma zajimavou vlastnost. Napiiklad pomér mezi ¢tvrtym a tfetim ¢lenem

posloupnosti je

& -5 [72]

as 2

Na této hodnoté neni nic zvlastniho. Pokud je ale vypocten pomér mezi osmym a sedmym

Clenem, je vysledek

% — 2L = 1,615. [73]

ar 13

Lze si v§imnout, Ze je tato hodnota velmi blizko hodnoté zlatého fezu ¢ = 1,618. Pomér mezi

desatym a devatym Clenem je poté

f0 = 2 = 1618 [74]

Qg 34

Tato hodnota odpovidéa zlatému fezu na Ctyfi desetinnd mista. Pomér mezi dvéma po sobé
jdoucimi ¢leny Fibonacciho posloupnosti se tak postupné blizi hodnoté zlatého fezu. To
znamena, ze obdélniky vyuzité pti konstrukci Fibonacciho spirdly se s rostouci velikosti stran
¢im dal tim vice podobaji zlatym obdélnikiim. Fibonacciho spirdla je tim padem tém¢t shodna
se spiralou, ktera vznikne aproximaci zlaté spiraly pomoci zlatych obdélnikti (FA CVUT,

2017, s. 13).

2.5 Fermatova spirala

Fermatova spirdla je pojmenovana po francouzském matematikovi Pierru de Fermatovi

(1607-1665), ktery ji v roce 1636 jako prvni popsal. V polarnich souradnicich ma predpis
r(0) = aVe, [75]
kde a je libovolné kladné ¢islo. Parametrické vyjadreni je poté
x = avtcost, [76]

y = a+/tsint. [77]
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Nékdy byva polarni predpis Fermatovy spiraly také zapisovan ve tvaru
r(6)? = aéb, [78]

ktery vznikd umocnénim rovnice [75]. Je tieba si ale uvédomit, ze tyto dvé rovnice nejsou
ekvivalentni. Zatimco rovnice [75] pfifazuje kazdému thlu vzdy jednu hodnotu », v rovnici

[78] existuji pro kazdy uhel dvé odpovidajici hodnoty 7. Konkrétné se jedna o hodnoty:
r= aVo, [79]
r = —aveo. [80]

Zaporna hodnota r(O) se tesi tak, ze je tato vzdalenost nanesena na poloptimku opacnou k té,
ktera svird s osou x uhel 6. Body popsané rovnicemi [79] a [80] jsou tak vzdy stiedové
souméerné podle pocatku soustavy souradnic. To znamend, ze zatimco vyuzitim rovnice [75]
vznikne jednoducha spirala (viz obrazek 15), pfi pouziti rovnice [78] vznikne spirala, ktera je
slozena ze dvou téchto jednoduchych spiral (viz obrazek 16). Tyto dvé jednoduché spiraly
jsou stiedové souméerné podle pocatku soustavy soufadnic; jedna z nich ma koeficient roven

a, druha poté —a (Jaresova a Volf, 2007).

k:u

Obrazek 15: Fermatova spirala s pfedpisem Obrazek 16: Fermatova spirala s pfedpisem

() =6 (autor, 2023) 7(6)? = @ (autor, 2023)
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2.5.1 Konstrukce

Pro Fermatovu spirdlu neexistuje zadny specidlni zptsob konstrukce. Je tak nutné pouzit
metodu zminénou v kapitole 2.1.1, tj. dopocitat hodnoty » a nésledné je nanést na piislusici
polopiimky. Pro vzdalenosti mezi sousednimi body na polopfimce ale neexistuje zadny vztah,
ktery by konstrukci zjednodusil, je tak tfeba zjiStovat polohu kazdého bodu zvlast. Pokud je
konstruovana spirdla popsana rovnici [78], je mozné vyuzit faktu, ze se sklada ze dvou spiral
sttedové soumérnych podle pocatku soustavy soufadnic. Stac¢i tak pomoci polopiimek
zkonstruovat pouze jednu z nich a druhou konstruovat pravé pomoci stiedové soumérnosti

(JareSova a Zhouf, 2009, s.14—15).

2.6 Lituuova spirala

Tuto spirdlu poprvé popsal jiz zminény matematik Roger Cotes, jako Lituuovu spirdlu ji ale
oznacil az skotsky matematik Colin Maclaurin (1698—1746). Nazev je odvozen od latinského
slova lituus, které v antickém Rimé oznagovalo specialni typ hole se zatoéenym koncem (viz
ptiloha 1). Lituuova spirala se svym tvarem této holi podobd, coz vysvétluje jeji pojmenovani

(JareSova a Zhouf, 2009, s. 7).

Lituuova spiréla je v polarnich soufadnicich popsana rovnici
r(6) = % [81]

kde a je libovolné kladné ¢islo. Parametricky je poté mozné spiralu vyjadrit jako

a

X:\E

cost, [82]

_a

y \/Esint. [83]

Lituuova spirdla ma ptedpis v polarnich soutadnicich podobny hyperbolické spirale, sdili tak
nékteré jeji vlastnosti: s rostoucim uhlem O piiblizuje ke svému polu, ktery je ale jejim
asymptotickym bodem, tj. nikdy ho nedosdhne (viz obrazek 17). To je opé€t zplisobeno tim, Ze

pro zadnou hodnotu © nemuze platit #(O) = 0 (JaresSova a Volf, 2007).
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Obrazek 17: Lituuova spirala pro a = 1 a ¢ € <0; 300> (autor, 2023)

Podobné jako u Fermatovy spirdly je nékdy polarni ptedpis Lituuovy spiraly zapisovan ve

tvaru
r(0)? = g [84]

Pii vyuziti tohoto tvaru je opét vysledna spirala slozena ze dvou spirdl popsanych rovnici

[81], které jsou stiedoveé soumérné podle pocatku soustavy soutadnic (JareSova a Volf, 2007).

2.6.1 Konstrukce

Pro Lituuovu spiralu opét neexistuje zadny specidlni zptisob konstrukce. Jedinou moznosti je
(stejn¢ jako u Fermatovy spirdly) vyuzit postupu zminéného v kapitole 2.1.1., tj. dopocitat
podle polarniho piredpisu spirdly vzdalenosti » konkrétnich bodi a nasledné tyto body

zkonstruovat.
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3 VYSKYT A VYUZITI MATEMATICKYCH SPIRAL

Stejné jako dals$i matematické kiivky je mozné potkat i spiraly v redlném svété. Prirozené se
vyskytuji v ptirodé, kde maji jejich tvar nékteré rostliny, ¢asti zivoCichi a dal$i objekty.
V technice maji tvar spirdly mnohé soucéstky a pfistroje. V této kapitole jsou uvedeny
konkrétni piiklady vyskytu a vyuziti matematickych spirdl, které jsou v piilohach doplnény

fotografiemi.

3.1 Vyskyt spiral v prirodé

Nékolik ptikladii vyskytu spirdl lze najit u rostlin. Napiiklad kapradiny jsou béhem riastu
stocené do tvaru spiraly (viz pfiloha 2), ze které¢ho se postupné narovnavaji. Do spirdly mohou
byt zatoCeny i uponky popinavych rostlin, pomoci kterych se ptfichytavaji k povrchim (viz
ptiloha 3). Dale lze tento tvar pozorovat u SiSek, kde jsou do spiral usporadany jednotlivé
Supiny, ze kterych se §iSka skladd (viz pfiloha 4). Velice Casto se poté spirdly vyskytuji
v kvétech, kde mohou do tohoto tvaru byt uspotadany okvétni listky (viz ptiloha 5), ty€inky
a pestiky (Benes, 2007, s. 22-24).

Pravdépodobné nejvice studovanym piipadem vyskytu spiral v pfirodé¢ jsou kvéty slunecnice,
kde jsou semena uspotfadana do tvaru logaritmickych spiral (viz pfilohy 6 a 7). Zajimavosti je,
ze pocet téchto spiral téméi vzdy odpovidd néjakému clenu z Fibonacciho posloupnosti;
nejcasteji se jednd o 55 spirdl, pricemz 21 znich obihd stfed kvétu ve sméru hodinovych
rucicek a 34 proti sméru hodinovych rucicek (to je opét zajimava shoda, nebot’ tato dvé ¢isla
jsou po sobé jdouci Cleny Fibonacciho posloupnosti). Ohledné vysvétleni tohoto jevu se
dlouho vedly diskuze, dnes se predpokladé, ze se diky tomuto usporadani vejde do kvétu

slunec¢nice nejvice semen (JareSova a Volf, 2007; Zdeborova, 2007, s. 9-10).

Tvar spiraly Ize nalézt i u n€kterych zivocichii. Nejcasteji uvadénym piikladem jsou ulity
mékkysh, které maji tvar podobny logaritmické spirdle (viz ptiloha 8). Stejny tvar pak maji
1 schranky nékterych hlavonozct, naptiklad lodének (viz ptilohy 9 a 10). Do tvaru spiraly jsou
také Casto usporadana vlakna na pavucing (viz pfiloha 11). Spirdly se zaroven u zivocicha
vyskytuji ve formé trajektorie. Napiiklad bylo zjiSténo, Zze se po spirdle Casto pohybuji
mouchy, kdyz se ptiblizuji ke svételnému zdroji (Benes, 2007, s. 25; JareSova a Zhouf,

2009, s. 6).
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Kromé¢ zminénych piikladi maji tvar spirdly i dalS$i objekty. Naptiklad okolo cyklén,
tj. tlakovych nizi, proudi vitr vlivem rotace Zemé po spirdle, coz mize byt viditelné z vesmiru
(viz ptiloha 12). Tvar spirdly maji i n¢které galaxie — mlize se jednat o tzv. spiralni galaxie
(viz ptiloha 13) nebo spirdlni galaxie s pfickou (viz pfiloha 14). Mezi spiralni galaxie
s ptickou patii napiiklad Mlécna draha, ve které se nachazi Slunecni soustava (Vorackova

akol., 2012, s. 134).
3.2 Vyuziti spiral

Spirdly se cCasto vyuzivaji v technice. Prvnim piikladem takového vyuziti mohou byt
gramofonové desky. Do gramofonovych desek je zvukova informace zaznamenéna tak, Ze je
do nich vyryta drazka (viz ptiloha 15). Tato drazka ma témét vzdy tvar Archimédovy spiraly,
diky ¢emuz je mozné na kruhovou desku zaznamenat co nejdelsi linedrni informaci. Tuto
informaci je pak schopny piecist hrot gramofonu, ktery ji nasledné pievadi na zvuk (Revenda,

2009).

DalSim piikladem vyuziti je spiralni kompresor. Ten se skldd4 z komory, uvnitt které jsou dvé
kovové spiraly (viz pfiloha 16). Tyto spiraly jsou do sebe zasunuty, pfi¢emz jedna z nich je
pohybliva, druhd nepohybliva. Pfi provozu kompresoru se vzdjemnym pohybem spiral
cyklicky zvétSuje a zmensSuje mezera mezi nimi. Tim dochézi ke stlaCovani vzduchu, ktery se
v této mezete nachazi. StlaCeny vzduch je poté odveden mimo komoru se spirdlami a mize

byt dale vyuzit (Atlas Copco, 2022).

Tvar spirdly mize mit dale mnoho dalSich pfedmét: antény, vétrné turbiny, topna télesa
a dalsi. U nékterych pfipadli nemusi byt spirdlovy tvar na prvni pohled zfejmy — naptiklad
rotujici noze maji Casto tvar logaritmické spiraly, jedna se ale pouze o jeji kratky tsek, ktery

jako spirala neptisobi (Vorackova a kol., 2012, s. 134).

Casto se Ize se spiralami setkat v architektuie a designu. Uz v antickém Recku se tento tvar
vyuzival na dekoraci domii a sloupti (viz ptiloha 17). Zde se casto vyuzivalo Lituuovy
spirdly — s tou je mozné se dodnes setkat u smyccovych nastrojti (viz pfiloha 18), kde ma jeji
tvar tzv. krk nastroje. Své vyuziti maji spirdly ale i v architektufe moderni — ptikladem muize
byt muzeum hodinek Audemars Piguet ve Svycarsku (viz piiloha 19). Tato budova ma cela
tvar spiraly, coz je dobfe vidét pii pohledu shora (JareSova a Volf, 2007; FA CVUT,
2017, s. 15).
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4 PRAKTICKA CAST: PRACOVNI LIST A VYUKOVE HODINY

Prakticka cast projektu se zabyva ptipravou pracovniho listu a vyukovych hodin na téma
matematické spirdly. Cilem praktické ¢asti je béhem vyukovych hodin predstavit téma
studentiim z vybranych tiid Doctriny — Podjestédského gymnézia a na zakladé téchto hodin
zhodnotit pfistup studentli k tématu a pfinos pro studenty. V kapitole jsou nejdiive pospany
vSechny pouzité vyukové materidly — pracovni list, prezentace a zpétnd vazba. DalSi ¢ast
kapitoly se vénuje oducenym vyukovym hodindm a vysledkiim ziskanym ze zpétné vazby.

Posledni ¢asti je diskuze a zhodnoceni praktické ¢asti projektu.

4.1 Pracovni list

Pracovni list je oboustranny a obsahuje celkem 4 cviceni (viz pfilohy 20 a 21). Tématem
pracovniho listu je obecny popis spirdl a zakladni typy spiral, tj. obsahové odpovida
kapitoldm 1 a 2 projektu. Student by na zakladé n¢j mél pochopit definici spirdly, jeji popis
v polarnich a kartézskych soufadnicich a pojem pol spirdly. Dale by m¢l byt sezndmen se

zakladnimi typy matematickych spiral a jejich specifickymi vlastnostmi.

Prvni kol v pracovnim listu se zabyva konstrukci Archimédovy spirdly. Vyuzit je zde zptisob
konstrukce popsany v kapitole 2.1.1, tj. konstrukce pomoci polopiimek (v tomto ptipadé je
jich 8). Pro urychleni je v pracovnim listu jiz pfedpfipravend kartézské soustava soutadnic i se
vSemi potiebnymi poloptimkami (u kazdé polopfimky je také uveden uhel, ktery svira
sosoux), sta¢i tak pouze spravné zkonstruovat vSechny zadané body. K tomu slouzi
tabulka pod soustavou soufadnic — v té jsou pro vSechny body Mo az M, které ma student
zkonstruovat, uvedeny ptislusné hodnoty » a ©. Spravnym urcenim poloh vsech bodt student
ukdze, Ze rozumi tomu, co tyto dvé hodnoty znamenaji. Pomoci zkonstruované spirdly lze
poté odvodit jeji obecnou definici, tj. Ze se jedna o kiivku obihajici pevné dany bod, pricemz

se od néj neustale vzdaluje.

Ve druhém ukolu mé student spocitat pomér mezi hodnotami » a © pro Ctyfi rizné body
zkonstruované v prvnim tukolu. Zde je vyuzito faktu, Ze ptedpis Archimédovy spiraly

v polarnich soufadnicich lze zapsat jako

=a, [85]
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tj. tento pomeér je pro vSechny body lezici na dané spirale roven stejné hodnoté. Vysledkem
vSech pomérti v pracovnim listu je 2/m, zc¢ehoz lze odvodit, ze pro vSechny body na
zkonstruované spirale plati

r=29. [86]

T

V této uloze je tak na zdkladé konstrukce ztkolu 1 vysvétlen piedpis spirdly v polarnich
soufadnicich. Nasledné Ize podobnym zpiisobem jako v kapitole 1.3 odvodit popis spiraly

v kartézskych souradnicich a ukazat ptfevod mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi.

Tretim tkolem je doplnéni véty. Tato uloha slouzi jako shrnuti vSech doposud zjisténych
informaci o popisu spiral. Nejprve ma student doplnit polarni pfedpis zkonstruované spiraly
(ten byl odvozen v ptechozi tloze), po vysvétleni pojmu pdl spirdly mé poté urcit, kde ma
dana spirala p6l. Ukol poté pfechdzi od obecného popisu spiral k zakladnim typtim — student
je seznamen s tim, ze zkonstruovana spirdla se nazyva Archimédova a jeji obecny piedpis
v polarnich soufadnicich je » = a©. Po dokonceni ukolu je mozné Archimédovu spirdlu vice
ptedstavit; napfiklad mize byt zminéno, Ze mezi body spirdly, které lezi na jedné polopiimce,

jsou vzdy stejné vzdalenosti (to 1ze snadno ukézat na zkonstruované spirale).

Posledni ukol se zabyva dal$imi typy spiral. Student zde ma za ukol pfifadit k ndzvu spiraly
jeji polarni predpis a spravny obrazek. Predstaveny jsou zde hyperbolickd spirdla,
logaritmicka spirdla, Fermatova spirala a Lituuova spirala. Stejn¢ jako u Archimédovy spiraly
lze po dokonceni tlohy vSechny typy pfedstavit blize, tj. zminit jejich vlastnosti a ptipadné

1 s nimi spojené vyznamné matematiky.

Reseni pracovniho listu by mélo byt doplnéno vykladem vyuéujiciho, ktery studenty navede
k jeho spravnému vyplnéni a vSechny ziskané poznatky dovysvétli. Ve vykladu by zaroven
mély zaznit dalsi informace, kterym se pracovni list pfimo nevénuje (napiiklad pfevod mezi
polarnimi a kartézskymi soufadnicemi nebo specifické vlastnosti vSech zakladnich typt
spiral). V jedné vyucovaci hodin¢ ale nelze probrat dostate¢né¢ podrobné vSechna témata
obsazena v kapitolach 1 a 2 projektu, n€kterd z nich proto budou z obsahu vyukové hodiny

zcela vytazena. Konkrétné se bude jednat o tato témata:

e konstrukce hyperbolické a logaritmické spiraly (kapitoly 2.2.1 a 2.3.1);

e zlata spirala a jeji aproximace (kapitola 2.4).
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Konstrukce hyperbolické a logaritmické spirdly budou vyfazeny piedevsim kvili jejich
Casové narocnosti — vysvétlit jejich princip by zabralo vyznamnou ¢éast hodiny, navic by
studenti nem¢li ¢as si je vyzkouSet. Sezndmeni budou pouze s konstrukci Archimédovy
spirdly, pomoci které lze ale pfipadné zkonstruovat i jakykoli jiny typ spirdly. Z divodu
Casové narocnosti bude poté vytazena ikapitola o zlaté spirdle. Ze vSech typa spirdl je
vyfazeni zlaté spirdly nejsmysluplnéj$i vzhledem k tomu, Ze se jedna pouze specialni piipad

logaritmické spiraly, nikoliv o zcela samostatny druh.

4.2 Prezentace

DalSim podkladem pro vyukovou hodinu je prezentace. Ta se zabyva vyskytem a vyuZzitim
matematickych spirdl, tj. obsahové odpovida kapitole 3 projektu. Neni v ni Zadny text, jedna
se pouze o vyber z obrazkl, které se nachazi v pfilohdch. Na hodindch bude prezentace
promitnuta a stejné jako pracovni list bude doplnéna vykladem, ve kterém budou vSechny
obrazky vysvétleny a popsany. Studentim by tak mély byt pfedstaveny konkrétni piipady
vyskytu spirdl v pfirodé a jejich vyuziti v praxi. Findlni verze prezentace se nachazi

v ptilohach (viz ptiloha 22).

4.3 Zpétna vazba

Poslednim podkladem pro vyuku spirdl je zpétna vazba, kterou dostanou studenti k vyplnéni
na konci vyukové hodiny. Jednd se o kratky dotaznik, jehoz cilem je zjistit nazor studentt,
kteti vyukovou hodinu absolvovali, na téma matematickych spiral. Celkovée sestava ze Ctyt

otazek:

1. Jak moc byl pro vés vyklad srozumitelny?

2. Jak moc vam piiSlo téma matematickych spiral zajimavé?

3. Jak moc vam pfijde toto téma piinosné (pfijdou vam ziskané informace uzitecné)?

4. Myslite, ze by mélo vyznam zafadit matematické spirdly do standardnich hodin

matematiky na stfednich Skolach?
Na otazky 1-3 odpovidaji studenti ¢iselnym hodnocenim na stupnici 1-5, kde 1 je nejlepsi

a 5 nejhorsi. U posledni otazky poté maji vybér mezi moznostmi ,,ano* a ,,ne“. V ptipadé, ze

by student chtél v rdmci dotazniku vyjadiit jesté dalSi ndzor nebo poznatek, mé moznost ho
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napsat pod otazky. Zpétna vazba je vytvofena tak, aby jejim vypliovanim nestravili studenti
zbytecné mnoho ¢asu a bylo mozné ji vyplnit v rdmci vyukové hodiny. Pouzitd verze zpétné

vazby se opét nachazi v ptilohach (viz ptiloha 23).

4.4 Oducené vyukové hodiny

V ramci projektu byly oduceny celkem dvé rizné vyukové hodiny, obé o standardni délce
jedné vyucovaci hodiny (45 minut). Prvni hodiny se zcastnili studenti septimy, tj. sedmého
ro¢niku osmiletého gymndzia (odpovida tietimu roc¢niku stfedni Skoly). V septimé& jsou
hodiny matematiky povinné pro vSechny studenty, vyukové hodiny o spirdlach se tak
zucCastnila celd tfida. Druhd vyukovd hodina byla pfipravena pro studenty oktavy
a IV. ro¢niku, tj. pro maturitni ro¢niky osmiletého a Ctyfletého gymnazia. V téchto tfidach je
Jiz matematika nepovinna, hodiny se tak zucastnili pouze studenti, ktefi ji maji zvolenou jako

volitelny pfedmét.

Tyto tiidy byly vybradny vzhledem k obsahu vyukové hodiny. Pro spravné pochopeni
matematickych spirdl je potieba, aby studenti méli dostatecné znalosti matematiky. PfredevSim
by méli znat méfeni uhlu v radidnech, také by ale méli mit zkuSenosti s funkcemi. V niz§ich
ro¢nicich gymnézia by tyto znalosti studenti mit nemuseli, coZ by vyukovou hodinu zna¢né
zkomplikovalo. Vybrany proto byly nejvyssi roéniky gymnézia, ve kterych by studenti méli

vSe potiebné jiz znat.

Vyukové hodiny v septimé se zucastnilo celkem 17 studentl, hodiny pro oktdvu a I'V. ro¢nik
se poté¢ zcastnilo 10 studentl. VSichni studenti byli po skonceni vykladu pozadani, aby
vyplnili jiz zminénou zpétnou vazbu. Jejich odpovédi jsou zaznamenané v tabulkdch 1 a 2;
tabulka 1 obsahuje odpovédi studentii septimy, tabulka 2 odpovédi studentd oktavy
aIV.ro¢niku. V kazdém tadku je nejdiive Cislo otazky, poté je u kazdé mozné odpovédi

uveden pocet studentil, ktefi tuto odpoveéd’ oznacili.

34



Tabulka €. 1: Vysledky zpétné vazby ze tfidy septima

Otéazka €. 1 2 3 4 5
1 12 5 0 0 0
2 8 6 2 1 0
3 6 6 5 0 0
4 Ano: 16 Ne: 1

Tabulka €. 2: Vysledky zpétné vazby ze tfid oktava a IV. ro¢nik

Otazka €. 1 2 3 4 5
1 9 1 0 0 0
2 7 2 1 0 0
3 2 5 2 0 1
4 Ano: 6 Ne: 4

4.5 Diskuze

Prvni otdzka ve zpétné vazb& se tykala srozumitelnosti vykladu. U této otazky vétSina
studentl zvolila hodnoceni 1 (v septim¢ 12 z 17 studentl, v oktavé a IV. ro¢niku 9 z 10
studentil). VSichni zbyli studenti poté oznacili hodnoceni 2, tj. zddné niz$i hodnoceni se ve
zpétnych vazbach neobjevilo. Z tohoto vyplyva, Ze pfi zvolené obtiznosti vykladu je téma
matematickych spirdl pro studenty téchto ro¢nikii dobie pochopitelné — tématu bud’
porozuméli zcela bez problémul, nebo pouze s mensimi obtizemi. To se projevilo jiz pfi
hodinach, béhem kterych studenti vyftesili vSechny ulohy v pracovnim listu samostatné¢ nebo
pouze s mensi napomoci, také reagovali na vSechny polozené dotazy. Piivodni pfedpoklad, Ze
by téma nemuselo byt pro nizsi ro¢niky srozumitelné, by tak vzhledem k vysledkiim nemusel

byt spravny. Pochopeni tématu by pro mladsi studenty pravdépodobné bylo obtiznéjsi, pt

vhodné uprave by ale nejspiSe bylo mozné spiraly vyucovat i v téchto ttidach.
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Ve druhé otazce méli studenti zhodnotit zajimavost vykladu. V septimé& opét vétSina studentl
zvolila hodnoceni 1 nebo 2 (8 studenti zvolilo 1, 6 studentii zvolilo 2), ve tfech ptipadech
poté studenti oznacili niz§i hodnoceni (2 studenti zvolili hodnoceni 3, 1 student poté 4).
V oktave a IV. roc¢niku vétSina vybrala hodnoceni 1 (7 studentit), nejniz§i hodnoceni poté bylo
3. Ackoliv se v obou tfidach objevili studenti, kterym téma nepfislo pfili§ zajimavé, vétSina
studentil i v tomto ptipad¢ zvolila vysoké hodnoceni. Z celého obsahu hodiny pravdépodobné
pfispéla zajimavosti vykladu nejvice prezentace na téma vyskyt a vyuziti spirdl. Ta umoznila
studentiim pochopit souvislost mezi teoretickym popisem spiral, kterym se zabyval pracovni
list, a redlnym svétem. Na piikladu kvétu slunecnice naptiklad bylo mozné ukazat, jak lze
diky matematickému popisu spirdl popsat a vysvétlit nékteré ptirodni jevy. Obsah prezentace
tak tvofi dllezitou soucast celého tématu, proto mu byla vénovéna vyznamna Céast obou

vyukovych hodin (v obou ptipadech cca 12 minut).

Tteti otazka se studentli dotazovala na uziteCnost a piinosnost ziskanych informaci. Zde jsou
jiz vysledky zpétné vazby méné jednoznacné — v septimé zvolilo 6 studentli hodnoceni 1,
6 studentd hodnoceni 2 a 5 studentli hodnoceni 3. V oktavé a IV. ro¢niku zvolila polovina
studentl hodnoceni 2, hodnoceni 1 a 3 zvolili v obou piipadech 2 studenti, v jednom piipadé
se zde objevilo hodnoceni 5. Nazory studentll na pfinos tématu se tak hodné lisi, témét nikdo
ho ale nevnimé jako zcela zbyte¢né. Nizs$i hodnoceni jsou u této otdzky pravdépodobné
zpiisobena Spatnou vyuzitelnosti spirdl v praxi — znalost matematického popisu a zakladnich
druht spirdl lze pii feSeni praktickych tloh vyuzit jen velmi obtizng, vyuzitelné nejsou tyto
poznatky ani v redlném zivoté. Vysoka hodnoceni mohou byt naopak zpiisobena faktem, Ze
lze pomoci spiral predstavit a zopakovat nékolik riznych matematickych témat najednou.
Naptiklad je mozné pomoci nich dobfe piedstavit polarni soufadnice, porovnat je
z kartézskymi soufadnicemi a vysvétlit jejich vyhody (u spirdl je napiiklad patrné, ze jsou
jejich rovnice v polarnich soufadnicich jednodus$si nez pii parametrickém vyjadieni pomoci
kartézskych soufadnic). Dale je mozné pomoci spiral zopakovat nékteré funkce — napiiklad
u hyperbolické spiraly 1ze poukazat na podobnosti mezi touto kiivkou a hyperbolou. Také toto
téma umoziuje zopakovat Upravy vyrazli a rovnic, v tomto pfipad¢é je vhodnym cvicenim
napiiklad vyjadieni thlu © zrovnice logaritmické spiraly (viz kapitola 2.3) nebo ukézani

rozdilu mezi dvéma rliznymi polarnimi piedpisy Fermatovy spirdly (viz kapitola 2.5).

V posledni otdzce méli studenti rozhodnout, zda by podle nich mélo vyznam zatadit téma

matematickych spirdl mezi témata standartné probirand v hodinach matematiky na stfedni
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Skole. Moznost ,,ano* v tomto piipad¢ zvolilo 16 z 17 studentd septimy a 6 z 10 studentl
oktavy alV.ro¢niku. VétSina studentll by tak se zafazenim spirdl do vyuky souhlasila.
Vysledky této otazky koresponduji s vysledky vSech ptedchozich otdzek — vétSina studentd
volila u prvnich tii otdzek spiSe vyssi hodnoceni, tj. 1 nebo 2. Nekteti ze studentll poté volili
1 niz8§i hodnoceni, nicméné se jednalo mensi ¢ast. I ptes vysledky zpétné vazby je ale otdzka
zatazeni spirdl do stfedoSkolskych hodin matematiky diskutabilni. V ramci projektu se
vyukovych hodin zucastnilo celkem 27 studentil, cozZ je pro ziskdni zcela jednoznacnych dat
nedostacujici. Pro smérodatnéjsi vysledky by bylo nutné, aby se hodin zucastnilo vice lidi,
vhodné by také bylo, aby se jednalo o studenty z riiznych typt stfednich skol. Dalsi problém
pak byl jiz zminén u tfeti otazky zpétné vazby — matematické spirdly nemaji piili§ velké
praktické vyuziti, vhodn&jsi jsou spiSe pro zopakovani a lepsi pochopeni nékterych jinych
témat z matematiky. Je tak otdzkou, zda by mélo vyznam je do vyukového planu zaradit jako

opakovaci cviceni a kolik hodin by jim mélo byt pro tyto ucely ptipadné vénovano.
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ZAVER

Cilem teoretické ¢asti prace bylo ptedstavit matematické spiraly, jejich zékladni typy, mozné
zpiisoby konstrukce, vyskyt v pfirod¢ a vyuziti v praxi. V praktické ¢asti mél byt vytvoren
pracovni list na téma matematické spirdly a béhem vyukovych hodin mélo byt toto téma
pfedstaveno studentlim stfednich Skol. Na zékladé oducenych hodin mél byt poté zhodnocen

pfistup studentt k tématu a ptinos tématu pro studenty.

V teoretické Casti byla pomoci ptikladové situace odvozena definice spirdly, dale byl ukdzan
popis spirdly pomoci poldrnich soufadnic a jeji vyjadieni jako parametrické kiivky. Bylo
pfedstaveno celkem Sest zakladnich typt spirdl, u kazdého z nich byly zminény specifické
vlastnosti a zpisoby konstrukce. Také byli zminéni vyznamni matematici, kteti se danym
typem zabyvali. Vyskyt spirdl v pfirod¢ byl ukdzadn na konkrétnich piikladech rostlin,

zivocicht a dalSich objektt. Také bylo ukdzano vyuziti spiral v technice a architektufte.

V praktické ¢asti projektu byl popsan vytvofeny pracovni list spole¢né s dalSimi podklady pro
vyukovou hodinu, tj. prezentaci a zpétnou vazbou. VSechny tyto podklady byly zaroven
umistény do pfiloh. Byly oduceny celkem 2 vyukové hodiny, kterych se dohromady
zuCastnilo 27 studentli Doctriny — Podjestédského gymnézia (17 studentd septimy,
10 studentt oktavy a IV. ro¢niku). Z pribéhu hodin a vysledki zpétné vazby vyplyva, ze pfi
vhodné zvolené obtiznosti je téma spiral pro studenty téchto rocnikti bez problému
pochopitelné — vSechny ulohy pracovniho listu feSili zcela samostatné nebo s mensi
napomoci, také odpovidali na polozené dotazy. Studenti téma vnimaji jako zajimavé, na Cemz
pravdépodobné méla velky podil prezentace o vyskytu a vyuziti spiral. Tato kapitola by tak

neméla byt pfi predstavovani spiral vynechana.

Pfinos tématu pro studenty je ale diskutabilni. Ziskané znalosti o spirdlach a jejich typech
studenti v praxi vyuZiji jen velmi obtizn¢, vyznam ma tak téma spiSe jako opakovaci cviceni,
které umoziuje procvicit riznad jind témata z matematiky (soufadnicové systémy, funkce,
upravy vyrazili a rovnic atd.). Neni ale jasné, zda by zafazeni matematickych spirdl do
sttedoskolské vyuky za ucelem procvicovani bylo pro studenty dostatecné piinosné. Také je
otazkou, jak moc velky prostor by jim m¢l byt v tomto pfipad€ vénovan. Na tyto otazky nelze
na zaklad¢ praktické ¢asti projektu jednoznaéné odpovédet, pro jejich zodpovézeni by bylo

nutné provést komplexnéjsi vyzkum a ziskat vice dat.
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Ptiloha 1: Mince vyobrazujici lituus (vpravo)

(Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/Lituus)

Ptiloha 2: Kapradina sto¢ena do spiraly

kakoi-gruppe-rastenii-

dvuhkomnatnyh-kvartir/k

(Zdroj: https://optolov.ru/cs/dizajjn-

drevnie-i-sushchestvuyushchie.html)

otnositsya-paporotnik



Piiloha 3: Uponek vinné révy

(Zdroj: https://cs.wikipedia.org/wiki/%C3%9Aponek)

Ptiloha 4: Supiny na SiSce uspotfadané do spiral

(Zdroj: https://ladailypost.com/amateur-naturalist-the-mathematical-symmetry-of-pine-

cones/)



Ptiloha 5: Okvétni listky rtize uspotfaddané do spiraly

(Zdroj: https://hotcore.info/babki/fibonacci-sequence-rose.html)

Ptiloha 6: Kvét slunecnice (vlevo) a naznaceni spirdlového usporadani semen (vpravo)

(Zdroj: https://www.quora.com/What-are-some-applications-of-the-golden-ratio)



Ptiloha 7: Naznaceni poctu spiral v kvétu slunecnice

(Zdroj: https://momath.org/home/fibonacci-numbers-of-sunflower-seed-spirals/)

Ptiloha 8: Paskovka hajni se spirdlovou ulitou

(Zdroj: https://botany.cz/cs/cepaca-nemoralis/)



Pfiloha 9: Lodénka hlubinna

(Zdroj: https://zoomagazin.cz/zivouci-fosilie-lodenky/)

Piiloha 10: Rez schrankou lodénky

(Zdroj: https://zoomagazin.cz/zivouci-fosilie-lodenky/)



Ptiloha 11: pavucina s vlakny uspoifadanymi do spiraly

(Zdroj: https://www.rd.com/list/elaborate-spider-webs/)

Pfiloha 12: Tlakova nize

(Zdroj: https://www.wikiwand.com/cs/Cykl%C3%B3na)



Ptiloha 13: Spirdlni galaxie
(Zdroj: https://hvezdarna-benatky.cz/galaxie/spiralni-galaxie/)

Ptiloha 14: Spiralni galaxie s ptickou

(Zdroj: https://www.stoplusjednicka.cz/krasa-spiralnich-galaxii-jak-vznika-galakticka-pricka)
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Ptiloha 15: Drazka na gramofonové desce pod mikroskopem

(Zdroj: https://petapixel.com/2010/03/17/vinyl-records-at-1000x-magnification/)
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Ptiloha 16: Spiraly uvnitf spirdlového kompresoru

(Zdroj: https://www.sciencedirect.com/topics/materials-science/scroll-compressor)



Piiloha 17: Hlavice sloupu z antického Recka

(Zdroj: https://testi.cz/testy/starovek/historie-architektury-anticke-recko-a-rim/)

Ptiloha 18: Krk housli ve tvaru Lituuovy spiraly

(Zdroj: https://www.guitarpark.cz/Ars-Music-029-housle-skolni-d156.htm)



Piiloha 19: Muzeum hodinek Audemars Piguet ve Svycarsku

(Zdroj: https://www.tdg.ch/audemars-piguet-embauche-mais-la-branche-souffre-

699309916032)



PRACOVNI LIST — MATEMATICKE SPIRALY

1. KONSTRUKCE: Sestrojte a nasledné spojte body Mo az M2 podle nasledujicich instrukei:
1) V tabulce pod obrazkem je seznam vech bodd; u kazdého je uvedena hodnota © a 7.
2) Najdéte poloptimku, ktera s kladnou ¢4sti osy x svira thel ©.
3) Na tuto polopfimku naneste usecku o délce ». Konec této usecky je bod M.

y
/2
3m/4 /4
m 0
X
5m1/4 7m/4
31/2
TABULKA HODNOT:
Bob Moy M M M3 Mg Ms
(E) 0 w4 w2 34 T Sw/4
7 (cm) 0 0.5 1 1.5 2 2.5
BobD Ms M7 Mg Mgy Mo Mn M
) 32 T4 2n /4 S/2 11/4 3n
¥ (cm) 3 3.5 4 45 5 5.5 6

Ptiloha 20: Pracovni list na t¢éma matematické spiraly, strana 1 (autor, 2023)




2. Vypocitejte hodnotu % pro nasledujici body:

r r
M;i: e Ms: 5=
r r
M;: i My: 5=
3. Doplate vétu:
Zkonstruovana spirala je dana vztahem ajejipol je v bode

Tato spirala se nazyva

4. ZAKLADNI TYPY SPIRAL: K obrazkim pfifad'te spravné informace.

Nazev spiraly: Fermatova, Lituuova, logaritmicka, hyperbolicka

Polarni piedpis: r = a\/8: r= %; r= Vi? r = ae®®
. 3
! N
NAZEV SPIRALY: NAZEV SPIRALY:
POLARNI PREDPIS: POLARNI PREDPIS:
NAZEV SPIRALY: NAZEV SPIRALY:
POLARNI PREDPIS: POLARNI PREDPIS:

Ptiloha 21: Pracovni list na t¢éma matematické spiraly, strana 2 (autor, 2023)




Spirdly vredlnémsvété

Ptiloha 22: Prezentace o vyskytu a vyuziti spiral (autor, 2023)



Zpétna vazba na vyukovou hodinu o matematickych spiralach

Zpétna vazba je anonymni, odpovédi budou v projektu vyuzity pii vyhodnocovani vyukovych
hodin. U kazdé otazky oznacte prave jedno ¢islo (1 je nejlepsi, 5 nejhorsi).

1. Jak moc byl pro vas vyklad srozumitelny? 1 2 3 4 S
2. Jak moc vam piiSlo téma matematickych spiral zajimavé? 1 2 3 4 S
3. Jak moc vam prijde toto téma prinosné (piijdou vam ziskané 1 2 3 4 5

informace uzitecné)?

4. Myslite, Ze by me¢lo vyznam zaradit matematické spiraly do [ Ano [J Ne
standartnich hodin matematiky na stfednich Skolach?

Dékuji za vyplnéni :)

Ptiloha 23: Zpétna vazba na hodinu o matematickych spiralach (autor, 2023)




